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Capitolul 1
UNGHIURI $1 ARCE

1.1. Masurarea unghiurilor si arcelor.
Cercul trigonometric

Se considerd cercul €(O, R) si un punct fix 4 pe cerc. Pornind din punctul 4, se
imparte cercul in 360 parti egale. Fiecare sector de cerc determinat de doud puncte
consecutive ale acestei diviziuni formeazi un unghi la centru de 1° (un grad
sexagesimal), care este §i masura arcului delimitat de cele doud puncte. Semicercul are
deci 180°, iar cercul are 360°. Daca se imparte cercul in 400 de parti egale vom avea
gradele centesimale. Submultiplii:
1° =60 min = 60" 1™ =1"=60s(60").

1° = 100° (100 minute centesimale); 1€ = 100° (secunde centesimale)

Se numegte radian (notat rad), mésura unghiului la centru care corespunde unui arc
de lungime R (in cercul de razi R). Lungimea cercului este 27R.

Relatia prin care se trece de la o masuri la alta este:
4

n _aof _a
180° 200° w
. 180 Vs
Avem l'rad=| — | =57°14% 18 = — rad; n(rad) = 180° = 2007%.
. T 180
Este util de retinut urmatoarele corespondente:
masura
in 0° | 152 30° | 45° | 60° | 75° | 90° | 120°| 135°|150° | 180°|270°|360°
grade
mésura Tl = i n |5t | ®m | 2n | 3n | 57 3n
in ol—=|=|=|=|=|=|=|—|—-|m|F| 2=
radiani 12| 6 4 3 112 | 2 3 4 6 2

Considerim cercul de centru O (originea
sistemului axelor de coordonate) si raza 1.

Cercul poate fi parcurs de la A(1, 0) spre
B(0, 1) (sens pozitiv — trigonometric) (fig. 1)
sau de la 4 spre B(0, —1) (sens negativ).

Cercul definit mai sus se numeste cerc
trigonometric.

Teoremi. Pentru orice numdr real ¢, existd
ke Zsia e [0, 2xn], astfel incat £ = 2kr + o

. t t
k=|— , L= 99— 27, "_
(Se 1a |:2nj| o {27.[} T A( 1,0) T B'{O,*‘l)—3—
3




Daca ¢ € [0, 2rt], namarului i se asociaza punctul M, e T astfel incat arcul orientat
m are lungimea /.

Dacar ¢ [0, 2n], luand 7/ = 2kn + o, a € [0, 2r], atunci numarului ¢ i se asociazi
punctul M, € I astfel incét arcul orientat m are lungimea o.

S-a definit astfel functia de acoperirve universald f- R — T, f(x) = M,

Teorema. Functia de acoperire universald are perioada principala 27 (perioadele ei
sunt de forma 2km, k € 7).

Avem f(2kn) = A; f{2kn+gj =B;f(2kn+m)=4" f(ZkTH%Ij =B

Observatii:

1) Interioarele unghiurilor «+40B, «+BOA', «4'OB’, «B'OA se numesc cadranele I I
I, respectiv [V.

2) Deoarece raportul dintre lungimea unui cerc i raza sa este acelasi (2m) pentru toate
cercurile, considerdm un arc de cerc de masurd »°, unde 0 < » < 360°, raportul dintre

. o . nmo . . . .
lungimea arcului si raza cercului este 150 si deci nu depinde de cerc, ci doar de

mésura arcului.
3) Numdrul n este numdr irational gi w = 3,14159.
4) Unghiul de 1 rad are valoarea aproximativi de 57°14".

PROBLEMA REZOLVATA

Doua mobile 4 si B pleaca in acelasi moment, deplasindu-se in acelasi sens, din
doud puncte diametral opuse situate pe acelasi cerc. Mobilul 4 descrie in fiecare minut
un arc de 30°, iar al doilea mobil un arc de 60°. Dupa cat timp se produce a n-a

~ ~ . - . *
intdlnire a celor dous mobile, unde n € N'?

Solutie: Se aplicd legea spatiului oo = @ In miscarea circulara si uniforma in care
21 . o . N A
w:? este viteza unghiulard. Fie 7, timpul dupa care se produce prima intalnire.

: . a, — o e . R g
Avem oy — oy = (@) — — o)t si deci £, = - 2x = = 6 minute. Presupunind ca
w — O I T

| 2 —

3 6

. 5 . . . T .
mobilul 4 std pe loc, mobilul B are de parcurs spatiul 7 cu viteza V,-V, = 5 si deci
i = 6 minute. Timpii dupa prima, a doua, a treia intalnire, ..., a #-a intalnire sunt

. ) 21 .
respectiv £, 1 + £, {1 + 21, ..., respectiv ¢, + (n — 1)1, unde t :n—: 12 minute.
i

36
Obtinem 7, = 6+ 12(n — 1) =121 — 6.



PROBLEME PROPUSE

1. Completati urmitorul tabel, in care sunt date masurile unor unghiuri in:

grade sexazecimale 36°140°|67°30' 330°1450°|480°
800
grade centesimale 250 = 300
o Tn|l5n| =
radiani — ==
12| 8 |18]15

2. Reprezentati pe cercul trigonometric, punctele corespunzitoare unghiurilor de 60°;

240°; 330°; —45°; —135°; 750°; 1140°; —2355°; =15000°.

3. Reprezentafi pe cercul trigonometric punctele corespunzatoare unghiurilor de
2n 1lx -1llx —-1lx —-15¢ 103w 250=%

masuri: —, —, , ,
3 6 6 4 2

bl £l

4 3
4. Fie punctele 4, B € ¢(0, 8), astfel incat lungimea arcului AB este:
a) 2; b) 4; c)6; d) &; e) 16; f) 20; g) 24.
Determinati m(¥4OB) (masura in grade sexagesimale) si pu(«40B) (masura in
radiani) pentru unghiul «4085.

5. Se considera un cerc de raza 12. Calculafi lungimile arcelor subintinse de unghiurile

la centru de masura:
T T 5T 5w
a) 75°; b) 210°; ¢) 315°; d) —; e) —; — —.
) ) ) ) 5 ) T f) 7 g) =

6. In ce cadran se afla punctele corespunzatoare unghiurilor avand maésura:
a)2V3: b WZ, o=2V2: d-3V3?

7. Acelasi enunt ca la 6 pentru unghiurile de masuri:

4
a)230°;  b)-470%  ¢)-2900%; d)%; e) ‘7_;; f)—l 28“.

.. ) . . 51 27
8. O roata de transmisie se roteste cu viteza unghiulard o = I rad/s (unde © = -
¢ = timpul). In cat timp roata executa:
a) o rotatie completa; b) 6 rotatii complete; ¢) 24 rotatii complete?
9, Doud mobile 4 si B pleacd in acelasi moment, deplasandu-se in acelasi sens, din
doua puncte diametral opuse situate pe acelasi cerc parcurgénd in fiecare minut un arc
de 30°, respectiv un arc de 60°. Dupa cat timp se produce prima, a doua, respectiv a

n-a intilnire (n € N, n > 3)?

10. Aceleasi date ca la problema 9, dar mobilele deplasandu-se in sensuri opuse.

11. Doui mobile pleaca in acelagi moment din acelasi punct i se deplaseaza pe acelasi
cerc descriind in fiecare minut un arc de 15°, respectiv 30°. Dupa cat timp se produce
5



prima, respectiv:a doua intalnire acelor/doud mobile?

12. Doud mobile pleacd in acelasi moment din doua puncte diametral opuse ale unui
. . . n . . m . oA
cerc, avand vitezele unghiulare de T rad/min, respectiv 7 rad/min. Dupa cat timp se

produce prima, a treia, respectiv a »-a intalnire a mobilelor dacd merg:

a) in acelasi sens; b) in sensuri opuse?

) i —2000, x = par ) oo

13. Fie functia f: Z —> Z, f(x) = i . Demonstrati ci f este periodicd
2000, x = impar

avand perioada principala Ty = 2.

. o l, xeQ : .
14. Fie functia lui Dirichlet, f(x) = . Demonstrati ca orice T € QQ este

0, xeR-Q

perioada a lui f'si cd fnu are perioada principala.
15. Sa se studieze periodicitatea functiilor parte intreaga: f(x) = [x], f: R > Z, sia
functiei parte fractionara: f(x) = {x},f: R — [0, 1).

16. Sa se studieze periodicitatea functiilor /: R — R:

a) f(x) = 2[x] - [2x]; b) f(x) = 3[x] - [3x].
17. Demonstrati ca functiile f: R —> R:
a)f(x)=2x+1; b) £ (x) =—* + 2, nu sunt periodice.

18. Fie f: R — R care admite drept perioadd orice numir irational. Ar#tati c3 f este
constanta.

19. Fie f: R — R — {1} cu proprietatea ca: f(x+l)=i+TfEx;, VxeR. Aratatica T
- f(x

= 4 este perioadi a lui £,
1

20.Fie /- R > R — {1} astfel incat f(x+1)=
1-7(x)

,Vxe R Aratati ca T =

= 3 este perioada a lui f.

21.Fie /R > [%,l} cu proprietatea ci f(x+1):%+\/f(x)—f2(x) ,VxelR
Aratati ca fare perioada 2.

22.Fie a € (O, %) Aratati ca punctele de pe cercul trigonometric care sunt extre-

_ o b 2m 4n St . .
mitdti ale arcelor de lungimi a, a+§, a+T, a+m, a+T, a+? sunt varfurile

unui hexagon regulat.



1.2. Generalizarea notiunii de unghi
si a notiunii de arc

fntr-un plan se disting dou# sensuri pentru rotatia unei semidrepte: \+
— sensul pozitiv — sensul invers rotatiei acelor de ceas (+);
: i g >
— sensul negativ — ceasul rotatiei acelor de ceas (-). /
Sensul de rotatie este indicat prin sageatd (figura 2). . -
Planul orientat este planul in care s-a stabilit sensul pozitiv pentru Fig.2
rotatie.

Unghlul orientat AOB este descris (generat) de o semidreaptd care se roteste in
jurul originii sale O din pozitia indicati [OA4 pand in pozitia finald [OB.

Semidreptele [O4 si [OB se numesc laturile unghiului.

Convenim si numim unghiul AOB pozitiv sau negativ dupa cum sensul rotatiei
care il genereazi este pozitiv sau negativ.

Daci masura unghiului geometric AOB este o, atunci masura unghiului 4OB este o
sau —o..

Daci semidreapta [OA care a descris unghiul 4OB a efectuat » rotatii pozitive (n €

e N), misura unghiului 4O0B este o. + 360° - n, iar dacd rotatiile sunt negative, masura
unghiului 40B este a. —360° - n

Definitie. Dous unghiuri cu aceeasi mirime se numesc congruente.

Misura unui unghi, fiind independenta fatd de pozitia
laturii initiale, rezulti ci orice semidreaptd din planul N
orientat poate fi consideratd ca laturd initiald a unui
unghi.

Fie semidreapta [O4 din planul orientat, care se M
roteste in pozitia [OB. Fie M un punct al semidreptei M
(OA. Punctul M descrie un drum numit arc. Avem arcul -
MN (pentru rotatia in sens pozitiv) si arcul MN' (pentru N

——

rotatia in sens negativ). Prin marimea arcului MN
intelegem misura unghiului corespunzator MON.

PROBLEME PROPUSE

1. Dou mobile aflate pe un cerc in punctele diametral opuse 4, B se deplaseazd pe
cerc, descriind in fiecare minut un arc de 30°, respectiv 45°. Dupd cat timp se produce
prima, a treia, respectiv a patra intalnire?

2. Doui mobile se afld pe un cerc in punctele 4, B, astfel incat ??. Cele doud mobile
descriu in fiecare minut un arc de +30°, respectiv de —15°. Dupd cét timp se produce
prima, a patra, respectiv a #-a intalnire?



Capitolul 2
TRIGONOMETRIE IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

2.1. Rapoarte constante in triunghiul dreptunghic
(functiile trigonometrice sin, cos, tg, ctg)

Fie triunghiul dreptunghic 4BC (m(+4) = 90°). Notim BC = a, AC = b, AB = ¢,
m(«8) = x, m(xC) = y. Se definesc functiile trigonometrice sinus, cosinus, tangenta,
cotangenta, secantd si cosecanta, astfel:

. b c B
SINX =—=C0S Y, Cosx=—=8Iny;
a a
b c
tgx=—=ctgy; ctgx=—=tgy;
c b
sec < cosec y sec L cosec
X=—= , = — = X. .
& Y b Fig. 1
Observatii:

1) Deoarece 0 <b <a,0<c<a,avemsinxe(0, 1), cos x € (0, 1), secx> 1, cosec x > 1.
2) Deoarece x +y = 90°, avem:

sin x = c0s(90° — x); ctg x = tg(90° — x);
cos x = sin{(90° — x); cosec x = sec(90° — x);
tg x = ctg(90° — x); sec x = cosec(90° — x).
8) Deoarece b° + ¢* = o’, rezultd ca:
sin® x+cos’ x =1; secx = : l+otg’x=——;
cosx sin” x
sin x 1 1 1
tgx = ; cosec x=——; —+ —=1;
cosXx sin x sec’x cosec’x
cosx 5
ctgx =——; I+tg"x=—7— tgx-ctgx=1.
sinx cos" X

4) A rezolva un triunghi dreptunghic inseamna a-i determina masurile tuturor elementelor
sale (unghiuri si laturi). Principalele cazuri de rezolvare a triunghiului dreptunghic
sunt cele in care se cunosc:

1) ipotenuza si un unghi ascutit;

11) ipotenuza §i o cateta;

iii) cele doud catete;

1v) o catetd si un unghi ascutit.
Se observi ¢d 1n cazurile i), ii), iv) apar cdte doud subcazuri analoage.



PROBLEME REZOLVATE

1. Demonstrati ca in orice triunghi ABC dreptunghic in 4 avem:
3 3
B g C__ 20+ %
2 2 (a+b)b+c)c+a)
Solutie. Fie [AD bisectoarea unghiului «4BC (figura 2). Din D

tg

. . AD AB . . AD
teorema bisectoarei avem: — = — i atunci ——— = A B
DC BC AD+DC Fig 2
ig.
—AB , de unde AD = be . Rezultd ca sinE = AP _
AB+ BC a+c 2 BD
_ AD _ AD _ b _ \/ b’ ~
VAB* + AD? 2, b Ja+ey+p  Na+b"+c +2ac
(a+c)’
1_¢
a’-c’ a-c a 1-cosB . . [l4+cosB
= = = = = . Analog se arata ca ,|[——— =
2a” +2ac 2a 2 2 2

B sin— — —
= a+c = ﬁ = CcOS—. Rezulté Cé tg£ = 2 = @S , tgg = l_._ﬂ =
2 2 B Va+c 2

2a AD e I+cosC
- — — 2_
_ |a bsidecitgzﬁ-i-tgz—g:a c,a b _ 2(a”-bo) _
a+b 2 2 atc a+b (a+b)a+c)
2B+t —be)bre) = 2O +C)

(@+b)a+c)brc) (@rDib+o)c+a):

2. Demonstrati cd in orice triunghi dreptunghic ABC cu m(x4) = 90° avem
p+r
p—-r
Solutie. Fie I centrul cercului inscris si M, N, P punctele de C

tangentd cu laturile (4B), (4C), (BC) (figura 3). Avem AM =
=AN=x, BM=BP =y, CN=CP =z Rezulta ci x +y = c, P

sinB+cosB = , unde p este semiperimetrul, iar # este raza cercului inscris.

yvtz=a,x+tz=bCum2p=a+b+c=2x+y+z),rrezulta I
cdx=p-—a,y=p-b,z=p— c. Patrulaterul AMIN are trei N
unghiuri drepte in 4, M, N si cum MI = NI, rezultd ¢ AMIN e 5
este patrat cu latura AM =r = p — a. Avem pir _2p-d _ Fig. 3

p-r a

b+c b c )
= =— + — =sinB+cosB.

a

S
Q



PROBLEME PROPUSE

1. Determinati valorile functiilor trigonometrice ale unghiurilor de 30°, 45°, 60°.

2. Si se completeze tabelul urmator stiind cd x € (0°,90°):

sin x cOSs X tg x ctg x sec x cOsec X
3
5
13

2-3

2-3

NN

13
3. Rezolvati triunghiul dreptunghic ABC (m(«4) = 90°) in cazurile:
a) a = 20, m(«B) = 30°; b) b=8; m(«C) = 45
c)b=6;c=6\/§; d)a=l6;c=8\/§;
e)a=10;b+c=14; f)a+b+c=18+6y3; m(«C) = 60°.

g) b + ¢ =18; ctg B = 4sin°C.
4. Demonstrati ci intr-un triunghi dreptunghic ABC (m(«4) = 90°) avem:

2 2
a) bsinC +csin B =2asinBsinC; b) e + ¢ =45
tgB tgC
c M=ctgc; d) cth+cosecB:a+c;
sinC +cosB b
. B
&) sinC-tgC=2-2 h 1 - ceosBrhone,
b a 2sinBsinC  c¢sinB+bsinC
1 1 a’ 2
b —=—; h) cos” B(tg B + ctg B)=ctg B.
&) sin“B sin"C b-c ) (e e5) =
2
) tg?C+cos’C=tg? Csin®C+1;  j) (1 +sinB)(1 +cos B) = 2‘2 :
a
K cosB—cosC _sinC _sinB 1—cosB+1—cosC_ 2(0° +¢%)
p-a p-c p-b’ l+cosB 1+cosC (a+b)(b+c)(c+a)'

5. Demonstrati ci pentru orice x € (0°, 90°) avem:
2 2a2 .
tg” x—sin” x 1+tg,\+l+ctgx:0;
l—ctgx

=tg’x;

a
) ctg’ x —cos’ x 1-tgx

10



l+tgx d 1+sin’ x 1+coszx_l_

C) sinx+cosx = ; —1x -
secx 2+ctg"x  2+tg x
1+tg*x sin x sin x
2_g2=tg2x; f) - =2ctgx;
tgx+ctg x l-cosx l+cosx
1—sin’ x
g) tgx-ctgx+1—7:coseczx; h) ctg® x-cos’ x = ctg’ x —cos’ x .
~COS™ X

Observatie: Se subintelege ca se considera toate valorile lui x pentru care expresiile au
sens. De exemplu, la b) se ia x + 45°,

6. Folosind teorema bisectoarei (intr-un triunghi dreptunghic) demonstrati ci pentru
orice x € (0°, 90°), avem:

. X /l—cosx X /1+cosx x l1-cosx x /1+cosx
sin—= . Cos—= ; tg—= , ctg—= g
2 2 2 2 2 1+cosx 2 1—cosx

7. Demonstrati ca:
J6-2
4 s

J6+42 .
—

sin 15° = cos 75° = tg 15°=ctg75°=2—\/§;

sin 75° = cos 15°= tg 75° =ctg 15°= 2++/3.

8. Determinati valorile functiilor trigonometrice ale unghiurilor de 22°30' si 67°30".

9. Demonstrati ca pentru orice x € (0°, 90°) avem:

X sin x ]1-cosx . . X x
a) tg— = =— ; b) sinx =2sin—cos—;
2 l+cosx sin x 2 2
X sin x 1+cosx . 2 X X
c) ctg == = — ; d) cosx =1-2sin’ = =2cos’ = —1.
2 l-cosx Sin x 2 2

10. Demonstrati ca pentru orice x € (0°, 90°) urmatoarele expresii reprezinta niste
constante:

a) (sinx+cosx)’ +(sinx—cosx)’; b)sin* x —sin® x —(cos* x —cos’ x) ;
0 sin? x (1+tg? x) " cos x(1+ctg’ x)
tg’ x ’ ctg’ x ’
. . 1+sinx+ +
¢) 3(sin* x +cos* x)—2(cos® x +sin’ x); ) O e tgx;
(1+cosx)(1+tgx)
T—— 7 s02 2
o) ctgx \/ s?nr _\j]+5fnx ; h) smzx tg 2x _tg®x;
1+sinx l—sinx cos" x—ctg” x
1 1

i) sinzx-coszx-{ +

\/1—0052 x(l+sin2 x) \/I— sin’ X(I+COSZ x)
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11. Demenstrati¢d pentru-orice x € (0°,90°) avem:
a) 2(sin4x+cos4 x)zl; b) 4(sin6x+cos6x)2];

c) tgx+ctgx=2; d) (2+ ,1 j[1+ & )211.
Sin x COSXx

.. . 2 . o .
12. Stiind ca sinx-cosx = g,x e (0°,45°), calculati S, =sin®" x+cos’x,neN.

13. Demonstrati ¢ pentru orice x € (0°, 90°) avem:
a) sin”" x+cos" x<l,m,n e N - {1};

b) V/sinx ++/cosx >1;

2 sinx+cosx 2tgx
< 5 =S8 s x 45

tgx—1 sinx—cosx tgx-—1

d) sec* x +cosec’x > 8;

1 1
e) —+ > 2\/5 g
sinx COSX

f)[H 'a j[n b j2(1+2\/£)2,a>0,b>0.
sSinx COSX

14. Demonstrati cd urmitoarele expresii sunt independente de x € (0°, 90°):

1 t ) !
+tgx+1+ch; b) tg’x: 21+tg xz :
I-tgx 1l-ctgx tg” x+ctg” x
1
. 1=tg'x 1+tg'x . ‘
¢) otg'x-— B d) (tgx+ctgx)(cosx —secx)(sinx —cosecx);

+
1-tg*x 1+tg*x

e) V1+sinx +~/1—sinx — 2(1+cosx);

f) V1+cosx ++/1—-cosx —/2(1+sinx) .

15. Determinati masurile unghiurilor unui triunghi dreptunghic in 4 stiind cd a + b =3c.

16. Rezolvati triunghiul dreptunghic in A4 stiind ca m(«C) = 22°30' sia — b = 10.
17. Demonstrati ci in orice triunghi dreptunghic ABC (m(+4) = 90°) aven:

a) l - ] =1; b) sin2£+sin2£+1=l;
tgﬁﬂf,-(z ctg£+ctg--—'— 2 2 a 2
2 2 2 2
Sitpig =L, d)2R + r = p,
272 p

unde # este raza cercului inscris, iar R este raza cercului circumscris.
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